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Resumo

Nos artigos | e |l anteriores foi mencionado o conceito de modelo geométrico
e foi formulado o procedimento matematico subjacente a sua constituicao foram
estabel ecidos os correspondentes algoritmos para representacdo computacional de
formas geométricas em 2D (poligonos) e ainda a aplicacdo de procedimentos de
transformac8o — variagdo de escala, rotacdo, reflex8o e translacdo — sobre os
poligonos iniciais seguidas da respectiva representacdo, depois de efectuadas as
desgjadas transformacoes.

No presente artigo, procede-se a descri¢cdo do processo de generalizacdo destes
procedi mentos — representacao e transformages geométricas seguida de representacdo
das formas depois de transformadas — para formas ou objectos em 3D. Ver-se-a,
pois, como inicialmente enunciado, quanto a formulagdo matemética e o
estabelecimento dos correspondentes algoritmos, resultam tdo simplesmente da
relacdo — observador-objecto-plano de projeccdo — subjacente desde sempre a
obtencdo da perspectiva: a mesma andlise que desde o periodo do Renascimento
conduziu ao conceito e formulagdo da perspectiva e possibilitou a sua representacéo,
e que se mantém face a sucessiva nova instrumentagdo que o desenvolvimento
civilizacional foi possibilitando até a actual Sociedade da |nformacéo.

(*) Docente na Academia Militar, nos cursos de Engenharia Civil e de Engenharia Mecénica e por
protocolo na Universidade Aberta. Membro efectivo do Centro de Investigacéo da Academia Militar
(CINAMIL).
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1. REPRESENTAGAO EM 2D DE FORMAS EXISTENTES EM 3D

A representacdo — em 2D — de formas existentes em 3D, bem como 0s
procedimentos para transformacgdes geométricas do tipo descrito para objectos
ou formas em 2D, pode ser estabelecida por generalizacdo dos procedimentos
descritos para a representacdo em 2D de formas igualmente existentes (ou em
fase de concepcao) em 2D.

Assim, a constituicdo do modelo geométrico, para qual quer objecto, deve basear-
-se huma representacdo da matriz de coordenadas com trés colunas (quatro se em
coordenadas homogéneas), a semelhanga da consideracdo de duas colunas (trés
se em coordenadas homogeéneas) para figuras em 2D, por inclusdo da coordenada
segundo o eixo Z orientado segundo a perpendicular ao plano de projeccéo.

A matriz de topologia serd obviamente do mesmo tipo e ja descrita no artigo anterior.
As matrizes de transformacéo deveréo ser, pois, de dimensdo 4 x 4 no sentido
de contemplar transformacgdes referentes a trés coordenadas (dimensdo n x 4,
para compatibilizacdo dos produtos matriciais por consideracdo da translacdo
na matriz de transformag&o).

Ter-se-80 portanto de uma forma geral, as matrizes de coordenadas, de topologia
e de transformacgéo, respectivamente, do tipo:

C =[x y =z 1|]T0P =11 2

1 1 1 11 12 13 14

I~
I
—_
—_
—_
—_

2 2 1 21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

Repare-se desde ja que, quer em termos de representacéo da forma dada a partir
da matriz de coordenadas inicial, quer em termos da representacdo a partir da
nova matriz de coordenadas transformadas por aplicacdo de transformactes
geométricas elementares ou ndo, o algoritmo respectivo devera ser diferente do
descrito para formas em 2D e transformacfes geométricas também em 2D.

Com efeito, apesar de se passar a considerar formas ou objectos em 3D com
aqual seidentifigue uma matriz envolvendo trés coordenadas, a representacdo
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€ sempre uma forma em 2D (duas coordenadas), pelo que devera ser necesséria
ainclusdo de procedimentos correspondentes a obtencéo de projeccdes planas
do objecto, isto €, Projeccdes Geométricas Planas nos termos apresentados de
acordo com cada relacdo observador-objecto-plano de projeccdo, pretendida,
resultando em termos absolutos uma figura (imagem) em 2D, isto &, definida,
n&o por trés, mas por duas coordenadas. E a percepcao do leitor, que identifica,
a partir desta representacdo em 2D, a sua configuracdo em 3D.

Na situacdo mais elementar - observador a uma distancia infinita do plano de
projeccdo nos termos do préprio conceito de projecgdo ortogonal, trata-se de
obter uma representacdo no plano, da forma ou objecto existente em 3D, isto
&, todos os vértices mantém as coordenadas segundo xx e yy e passa a ser nula
a coordenada segundo zz (Fig. 1).

\

!
"’—"{,ﬁ" r
L,

Fig. 1 - Projecgdo Ortogonal de uma pega em 3D: transformagéo 3D — 2D.

Para este caso trata-se afinal, e considerando a matriz de coordenadas
correspondentes a representacdo pretendida, de estabelecer uma transformagéo
a partir da qual, na matriz de coordenadas se obtém os mesmos valores nas
primeiras duas colunas (coordenadas segundo xx e yy) e nulos os valores da
terceira coluna (coordenada segundo zz), isto &

C = X, A 0 1
X, Y, 0 1
. . 0 1
. . 0 1
X, Y, 0 1
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De facto a representacdo (para o caso 3D — 2D) s6 por si, implica a consideracéo
de uma transformacdo geométrica — a projeccdo ortogonal; obviamente néo
considerada na situacéo apresentada nos casos do artigo anterior por, nesses casos,
ser em 2D a figura a representar, pelo que se tera

[of X T, = C
devendo ser:
T = 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

isto é a matriz identidade com a terceira coluna nula donde, pelo produto
matricial, a terceira coluna da matriz de coordenadas anula-se.

Assim, para o caso da representacdo em 2D de formas geométricas existentes
em 3D, o algoritmo de representacdo apresentado no artigo anterior para figu-
ras em 2D, deve ainda incluir um produto por mais uma transformagdo geomé-
tricaadicional — atransformag&o geométrica correspondente a projecgao ortogonal
(e somente esta se ndo houve outras transformacgdes geométricas).

Tudo se passa como se a matriz de transformacdo genérica, tendo em conta a
representacdo no plano, se apresentasse na forma:

I~
I

Y N e N
N
N

i e e
N
N

o O O o

2. TRANSFORMAGOES GEOMETRICASDE FORMASEXISTENTESEM 3D

As matrizes de transformacgdo para efeitos de manipulagdo de formas em 3D
correspondem, como se referiu acima, a uma generalizacdo das matrizes de
transformacéo em 2D apresentadas no artigo anterior. Todas as consideracdes

—-130-



A PERSPECTIVA - DO RENASCIMENTO A SOCIEDADE DA INFORMAGAO

ai estabelecidas, nomeadamente, a dimensdo das matrizes de transformagéo, a
consideracdo de coordenadas homogéneas na matriz de coordenadas e a
possibilidade de combinag&o de transformagdes por multiplicacdo das respectivas
matrizes, mantém-se vélidas.

As transformagdes geométricas, em geral, resultam de transformagdes elementares
para as quais se estabelecem previamente as respectivas matrizes.

Tem interesse para 0 estabelecimento das transformacdes elementares, a
consideracdo de uma subdivisdo da matriz genérica em sub-matrizes (de dimensdes
diferentes) como se apresenta:

T = (3 x 3) | (3x 1)

(1x3 | 1x1

Com efeito a cada uma destas sub-matrizes cabe a obtencdo de diferentes tipos

de transformagdes geométricas:

a) de manipulagdo

— SubMatriz (3 x 3)

Transformagdes geométricas em 3D referentes a manipulagéo de formas
e do tipo apresentado para o caso de transformacdes em 2D. E nesta
submatriz que se incluem as transformacgdes geomeétricas elementares e
a obtencdo das Projeccdes do Tipo Paralela ou Cilindrica.

— Submatriz (1 x 3)
Translagtes, para formas existentes em 3D;
— Submatriz (1 x 1)

Transformagdo correspondente a uma variacdo de escala global de um
mesmo valor segundo as trés direccdes.

b) de gerac@o das diversas ProjeccBes Geométricas Planas segundo cada
perspectiva considerada

— Submatriz (3 x 1)
As transformagdes resultantes dos valores das posic¢des desta submatriz
correspondem, ndo propriamente a manipulagéo das formas em 3D nos
termos habitualmente descritos, mas sim a cada projeccdo geométrica
plana correspondente aos diferentes tipos de Projecgdo Central ou Conica
para uma dada relac8o observador-objecto-plano de projecgéo.
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2.1. Transformagfes Geométricas em 3D, elementares
2.1.1. Induzidas pela sub-matriz 3 x 3

As transformacgdes geométricas elementares determinadas pela sub-matriz
(3 x 3) da matriz de transformacdo genérica, sdo as seguintes:
— Variacdo de Escala

Permite ampliar ou reduzir as dimensdes da figura geométrica, sendo t,,, t,,
et,, os coeficientes de variagdo de escala respectivamente segundo 0s eixos
XX, Yy e zz do referencial associado ao plano de projeccdo, podendo ser ou
ndo iguais entre si conforme se pretenda ou ndo deformacdo da peca em

quest&o;
T = t, 0 0 0
0 t, O 0
0 0 t., 0
0 0 0 1
— Reflexédo

A reflexdo, pode ser segundo 0s eix0s xX, Yy € neste caso também segundo
um eixo ou segundo os trés eixos, isto é, segundo a origem. Para cada um
dos casos ter-se-a respectivamente;

Tew= |1 0 0 0] To,= [1 0o 0o o]
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 -1 0 0 0 -1 0
0o 0 0 1 0o 0 0 1
T..= |1 0o o o]l T~ [1 0 0 0]
0 1 0 0 0 -1 0 0
0O 0 1 o0 0 0 -1 0
0o 0 0 1 0o 0 0 1
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Na situacdo de transformacbes em 3D a reflexdo pode também ser esta
bel ecida segundo os planos do referencial, cuja deducéo se deixa ao cuidado
do leitor;

— Rotagdo
A rotacdo pode em 3D contemplar trés situacdes diferentes, isto €, em torno

dos eixos xx, yy ou zz. Para cada um dos casos, as matrizes de rotacdo
elementares serdo as seguintes:

TRot.xx = 1 0 0 0 g
0 cos o sino 0
0 -sino cosa O |,istoé:
VA
Rotyy = cos B 0 —sinp O CD
0 1 0 0
sing 0 <cosp O |,istoé: 5/\(
0 0 0 1
3 _ y
Rotzz = cosy -sina O 0
0 1 0 0
siny 0 cosoo 0 | ,istoé: z
0o 0 0 1 3

De notar a maior afinidade da matriz de rotacdo em torno de Z com a matriz
de rotac8o para objectos em 2D, apresentada no artigo anterior.

De facto a rotagdo em torno do eixo dos Z passa-se como gue no plano XY
(ou num plano paralelo) e portanto em torno da origem de um referencial
bidimensional constituido pelos eixos X e Y.

Nos restantes casos a situagéo € semelhante para referenciais bidimensionais
identificados com os eixos Z e Y (rotagdo em torno de X) e com 0s €ixos
Z (rotacdo em torno de Y).
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2.1.2. Induzidas pela sub-matriz 1 x 3

A sub-matriz (1 x 3) correspondem as translagdes, isto é, a adicio de valores
t, at,, smultaneamente ou n&o, as coordenadas respectivamente segundo X,
y ou z do objecto. A matriz de transformacdo é portanto da forma:

T-= 1 o o |, O
o 1 o ! o0
o o 1 ' 0
___________ oo
t41 t42 t43 i 1

Obviamente a valores t, comj =1, 2 ou 3, nulos, ndo se efectua translacdo
do objecto segundo a respectiva direccéo.

2.1.3. Induzidas pela sub-matriz 1 x 1

Surge neste caso a necessidade de fazer notar que o restabelecimento de
coordenadas cartesianas, a partir de um tratamento em coordenadas homogéneas
implica a obrigatoriedade de divisdo dos elementos de cada linha da matriz
de coordenadas transformadas, pelo coeficiente que figura na Ultima posi-
¢ao (coluna) da respectiva linha, obviamente quando o valor da Ultima coluna
em alguma linha da matriz € ndo unitério.

Tal situagdo ocorre na transformagdo geomeétrica induzida pela sub-matriz
1 x 1 a que corresponde uma variacao de escala global, isto €, um aumento
ou reducado das dimensdes do objecto segundo as trés direcgbes x, y e de um
mesmo valor (sem qualquer deformacéo).

A matriz de transformacgéo assume neste caso a forma:

T= 1 0 0 , O
1 L0

0 10
___________ Lo

o 0o 0o '
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Tendo em conta as consideracfes referidas (divisdo pela Ultima coluna para
obtencdo de coordenadas cartesianas), verifica-se que:

— set, >1: Redugdo de 1/ t,,
—set, <1: Ampliagdo de 1/ t,,

Dai ser usual gpresentar o coeficientet,, sob aforma 1/V sendo Vo coeficiente
de variagdo de escala global, pelo que em termos praticos estabel ece-se de
um modo mais intuitivo,

Ve> 1:
Ve< 1:

ampliacéo
reducéo

Assim, e de acordo com os procedimentos descritos, ter-se-ia:

y, z, 1| X (1 0 0 O Xy, z; 1
v

e

y, z, 1 0 1 0 O X, 'y, z, 1
Ve

0 0 1 0

y, z, 1 0O 0 0o 1 X, Y, z, 1
Ve Ve

VX, AR vz, 1
) VX, V.Y, v.Z, 1
C =
vV X vy vz 1
e n e’ n e n

que verifica a situagdo da relagdo V_ < 1 ou V_> 1 referida
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3. OUTRAS TRANSFORMAGOES GEOMETRICAS INDUZIDAS PELA
SUBMATRIZ 3 X 3DA MATRIZ DE TRANSFORMAGCAO GENERICA

As transformagdes geomeétricas elementares descritas, tém no caso da aplicacdo
aformas em 3D, uma correspondéncia no estabel ecimento dos tipos de projeccéo,
nos termos inicialmente apresentados, descritos em 1.1 e desenvolvidos em 1.2
e 1.3 no artigo anterior.

De facto, os diferentes tipos de projeccdo correspondendo a diferentes relactes
objecto-observador-plano de projeccao implicam também a manipul agdo do objecto,
e portanto com base na submatriz (3 x 3) da matriz de transformagéo genérica.

3.1. Projeccdo paralela ou cilindrica e ortogonal

Considerando a situac8o do observador a uma distancia infinita do plano de
projeccado e sobre o eixo dos zz — projecgdo paralelaou cilindrica e ortogonal
(ver 1.2. no artigo anterior), a obtencdo de projeccdes resume-se ao procedimento
descrito em 2.1.2. no artigo anterior, apds manipul agdes adequadas do objecto,
neste caso rotacdes, isto &

- Projeccdes Ortogonais MUltiplas:  RotagBes de 0°, 90° ou 180°

- Projecgdes Axonométricas: Outras Rotactes

A representacdo da projecgdo em 2D, de acordo com o descrito em 1., obtém-
-se apbs multiplicagdo pela matriz T,

Assim:
Proj.Paral.Ort. = TRot 5 X TRot « X TP.O. , onde:
cos f 0 -sin 8 0
_ 0 1 0 0 .
Proj.Paral.Ort. Siﬂ B 0 cos B 0
0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0
0 cosa sina 0 0 1 0 0
X X =
0 -sina cosa 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
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cos f sin o sin —sin B cos a 0
0 cos o sin o 0
= sin 8 -sina cos fB cos « cos 8 0 X T
0 0 0 1
cos f3 sin o sin 0 0
- 0 cos o 0 0
sin —sin « cos 8 0 0
0 0 0 1

Assim, ter-se-a para cada um dos casos incluidos na Projeccdo Paralela
Ortogonal:

a) projecgdes Ortogonais Mdltiplas (Vistas)
As projecgdes ortogonais multiplas correspondem a angulos de 0°, 90° e
180° entre os eixos do referencial associado ao plano de projeccdo e os
eixos do referencial associado ao abjecto.
Assim, a matriz de transformagéo (seguida de representacéo por projeccdo
ortogonal, a que se fez referéncia em 1.) para obtencdo de projeccbes
ortogonais multiplas, obtém-se substituindo na matriz acima os valores dos
angulos o e P referentes a cada uma das vistas, tais que:

— algado Principa: oo = = 0°

T, =1

AP

OpFr OO
O oOr o
o O oo
= O OO

gue como seria de esperar (trata-se, digamos assim, da posi¢édo “de par-
tida” em que o objecto é considerado para efeitos de obtencdo de projeccdes
ortogonais mdltiplas), corresponde a matriz matriz T,, em 1.

— planta (vista de cima): oo = 90°, B = Q°
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T.. =| 1 o o o
o 0 0 O
1 -1 0 o0
o 0 0 1

— acado Lateral Esquerdo: o = 0°, B = 90°

T = 0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
— algado Lateral Direito: oo = 0°, B = - 90°
T = 0 0 0 0
0 1 0 0
-1 0 0 0
0 0 0 1

— alcado Inferior (vista de baixo): o = -90°, B = Q°

T =

Al

O O oo
OoOpFr OO
O O oo
= O OO

— acado Posterior (vista de tras): o = -90°, 3 = O°

T, =] -1 0o o o
o 1 0 o
o 0 0 ©
o 0 0 1
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Na Fig. 2-a) apresenta-se uma peca para a qual foram obtidas as novas
matrizes de coordenadas transformadas, correspondentes ao Alcado Lateral
Esquerdo e a Planta, por utilizagdo das respectivas matrizes de trans-
formacéo, e as quais correspondem as representagdes das Figs. 2-b) e
2-c), de acordo com as novas matrizes de coordenadas C", . e C"

Fig. 2 - Pega considerada (a) para a qual foram obtidas as matrizes de coordenadas a que correspondem
o0 alcado esquerdo (b) e a planta (c).
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b) Projeccdo Axonométrica

As projecgdes axonométricas i dentificam-se com rel agdes observador-objecto-
-plano de projeccdo, as quais correspondem valores dos angulos o e B tais
que os resultados obtidos em termos de projeccéo sdo proximos das
configuracdes estabelecidas na apresentacdo deste tipo de projeccdes.

No caso das projeccdes axonométricas |sométrica e Dimétrica (obser-
vador a uma distancia infinita do plano de projeccdo), a deformacéo obtida
por projeccdo sobre o plano referente a cada uma das direcgbes
axonométricas, € tal que, ou pode desprezar-se (coeficiente de reducado
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proximo de 1.0 segundo as direcgdes x. y e z — Isometria), ou pode
aproximar-se de um valor significativo, mas ‘fécil” de operar e a ter em
conta nas respectivas representactes (caso do coeficiente 0.5 segundo
uma das direcgdes — Dimétrica).

Na realidade, as deformacfes sdo em ambos os casos, da ordem de 80%.
As aproximacdes que se convencionaram adoptar, sdo pois uma ligeira
adulteracdo do que seriam os “verdadeiros’ resultados a obter na repre-
sentacdo de axonometrias, mas sdo por outro lado vantajosas do ponto de
vista prético e em quase nada alteram as reais proporgdes segundo as varias
dimensdes do objecto a representar.

De qualquer forma estar-se-ia sempre no dominio da convengdo sobre o
modo como a pega se apresentaria, ou sera que o observador se poderia
colocar de facto a uma distancia infinita?!

Os valores dos angulos o. e B correspondentes as projecgdes axonomeétricas
e que adiante se apresentam, podem ser determinados a partir de expressdes
trigonomeétricas que relacionam por um lado a posi¢éo do objecto, isto &, os
angulos entre os eixos do referencial a este associado e os eixos do referencial
associado ao plano de projeccdo; e por outro, a configuragdo com que se
apresenta na respectiva projeccao plana, isto &, os angulos entre as direccdes
dos eixos de axonometria e uma linha de referéncia.

A sua determinagdo ndo serd no entanto aqui demonstrada, apresentando-
-Se apenas 0s seus valores:

— Isométrica: A isometria corresponde a uma posic¢éo do objecto, em que
o = 35° 16’
B = 45°

e que por substituicdo na matriz respectivamente antes e depois da
consideragdo da matriz T, conduz a

0,707 0,407 -0,577 O 0,707 0,408 O 0
T = O 0,816 0,577 0 0O 0816 0 0
Plo 10,707 -0,408 0,573 0 0,707 -0,408 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1
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— Dimétrica: De entre as posi¢bes possiveis do objecto no ambito da
dimetria, @ mais utilizada correspondem os angulos

o = 19 27
B =27°41
que por substituicdo na matriz T paraort, conduz &

0,936 0,188 -0,333 0 0,936 0,118
T =0 0943 0333 0 | _, 0 0,943
Pbim- 10,353 -0,312 0,882 O 0,353 -0,312
0 0 0 1 0 0

o O OO
= O O O

respectivamente antes e depois da consideracdo da matriz T,

— Trimétrica: A projeccdo axonomeétrica trimétrica contempla infinitas
situagdes quanto a posi¢ao do objecto em relagdo ao plano de projeccéo.
N&o obstante haver algumas convencionadas como mais usuais, esta
projeccdo € pouco utilizada pelo que se prescinde aqui de apresentar a
respectiva matriz de transformacéo.

3.2. Projeccdo paralela ou cilindrica e obliqua.

Est8o neste ambito as Cavaleira, Gabinete e Militar, que se obtém a partir da
considerac@o do observador a uma distancia infinita do plano de projeccéo
mas deslocado do eixo dos ZZ, por forma a estabelecer-se uma incidéncia
obligua do feixe de projectantes sobre o plano de projeccdo, e para as quais
a matriz de transformagéo antes e depois da consideracdo da matriz T, € a
seguinte:

1 0 0 0 1 0 0 0

- 0 1 0 0 0 1 0 0

POb 1\cos @ -Vsin® 1 0 Vcos 6 -Vsin6 0 0
0 0 o | 1 0 o o |1
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gue pode estabel ecer-se por consideractes geométricas a partir da direcgdo do
feixe de projectantes em relagdo ao plano de projeccéo.
Os valores V e 6 mais usuais séo:
— Cavaeira V = 1.0
6 = 45°

— Gabinete: V = 0.5
0 = 45°

— Militar: A projeccéo paralela e obliquamilitar constitui um caso particular
de qualquer uma das anteriores em que considerando a posi¢&o
de servico do objecto como sendo a planta, o alcado principal;
isto é. o plano de projeccdo passa a identificar-se como plano
zx definido pelo referencial, em vez de xy.

Na Fig. 3 apresentam-se resultados da aplicagdo das matrizes de transformacéo
referentes as projeccdes paraelas axonométricas, respectivamente isométrica
(a) edimétrica (b), referentes as projeccdes paral el as e obliquas respectivamente
cavaleira (a) e gabinete (b), da peca apresentada na Fig. 3-a).

v &

Fig. 3 - Projecgdes axonométricas: a) Isométrica;  b)Dimétrica.

Fig. 3 — Projeccoes paralelas e obliquas: a) Cavaleira; b) Gabinete
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3.3. Transformacbes Geométricas induzidas pela submatriz 3 x 1 da matriz de
transformacdo genérica: Projeccdo Central ou Conica

Conforme se referiu, sdo os coeficientest , t,, e t,, da matriz de transformagéo
genérica apresentada em 1. que estabelecem em relagdo a matriz de coordenadas
inicial do objecto, a nova matriz de coordenadas transformadas correspondente
amanipul agbes do objecto que se identificam com as possivel s rel agdes objecto-
-observador-plano de projeccdo, que caracterizam a projeccdo central ou conica.
E este tipo do projeccdo que corresponde & conhecida perspectiva rigorosa, que
aqui sera apresentado em termos de tratamento matricial e que, por quantificagdo
exacta de todos os elementos gréficos, permite o seu tratamento informético.

A matriz de transformacdo referente a projeccdo do tipo central ou conica
cuja forma é a seguinte:

T=|1 0 0t
0 1 0o, ot
o0t
o o o0 |

gue permite o estabelecimento de uma projeccdo central de tipo paralela,
angular ou obliqua, isto é, envolvendo a consideragéo respectivamente de um,
dois ou trés pontos de fuga, 0 que em termos praticos corresponde a que para
um observador a uma distancia finita do plano de projeccdo, a posicdo do
objecto é tal que respectivamente, apenas um, dois ou trés eixos do referencial
a este associado, intersectam o plano de projeccéo.

A representacdo no plano resulta de sequente Projeccdo Ortogonal e por
conseguinte a partir da consideracdo da matriz T, _, 0 que conduz a matriz de
representacdo da projecgédo central ou conica:

P.O’

T=|1 ot
0 1 0, ot
o0 0
0 0 o . 1
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3.3.1. Paralela

Neste tipo de projeccdo central existe um s6 ponto de fuga estabel ecido pela
direccdo perpendicular ao plano de projeccao.

Considere-se entéo o sistema constituido pelo plano de projecgao-objecto-
-observador conforme se apresenta na Fig. 4, com o objecto (cubo) situado
no espago real (situacdo mais simples e sem perda de generalidade).

[l

T
Y

g

Fig. 4 — Sstema plano de projecgao-objecto-observador.

Considerando apenas um ponto, o procedimento para a obtencéo de perspectivas
€ generalizavel ao conjunto de pontos de qualquer objecto.

Considera-se entdo o ponto Q do cubo (Fig. 4), o ponto de vista P e as
projectantes assim definidas.

A semelhanca da verificaggo analitica de resultados da perspectiva rigorosa
por recurso ao Teorema de Thales (Fig. 5-a), pode estabel ecer-se a seguinte
relacao:
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i iy
-
a)
- . S
I
- . -
'-.q_h_- r
~— "
2 N
b) '

Fig. 5 — Relagdo coordenadas iniciais/ coordenadas transformadas para o objecto situado:
a) no espago real; b) no espaco intermédio.

Em termos de produto matricial, ter-se-a

_:}EP -=_' Eri
Xo Yo 1] 1+2F:|

I_}.lﬂ"-.':lzﬂ1 |

o O O =

0 0O = o

o oo o

.l_['ﬂ|.n o o
[ I—
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Ay

Mais uma vez se faz notar que a obtencéo das coordenadas transformadas
em coordenadas cartesianas obriga a divisdo de cada linha de elementos da
matriz (em coordenadas homogéneas) pelo respectivo elemento da Ultima
coluna, pelo que se tera

S

1+

8

de acordo com a relagcdo estabelecida a partir da Fig. 5-a.
No caso de o objecto se situar no espaco intermédio (Fig. 5-b), a relacéo é
semelhante, e tal que:

X

o Z;

d = xl'.". = ;

Zp - Za e 1-Za
Z

&

Loo

0 o |
0 1 0
Tpcan. = | 0 0 ‘ )
Z;
0 0 o | 1

Faz-se notar que esta € a matriz que se adoptara como geral para a projecgéo
centrd e paraldla. Com efeito, a sua diferenca em relagdo a matriz obtida na
hip6tese de 0 objecto se apresentar no espago real, refere-se apenas ao sina do
coeficiente da posicéo t,,. Tal diferenca € no entanto apenas aparente, dado que
para o objecto situado no espaco real ou no espaco intermédio, a coordenada
Z, de um ponto Q genérico, sera respectivamente negativa ou positiva.
Convencionar a adopgdo do coeficiente t,, com o sinal ‘menos’ na res-
pectiva matriz de transformagao, isto &,

t = -

34
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33.2.

3.3.3.

significa adoptar sempre (quer o objecto se situe no espaco real ou no
espaco intermédio), o valor relativo das coordenadas segundo ZZ nos termos
do referencial considerado (Fig. 4).

A situac@o do objecto no espaco virtual carece, neste &mbito, de interesse
prético pouco significativo, pelo que ndo sera considerada.

Angular
A projeccdo central ou conica e angular que envolve dois pontos de fuga
corresponde, como se sabe, a posicdes do objecto em que dois dos eixos do
referencial a este associado, intersectam o plano de projeccéo.
Esta situac@o resulta de se considerar uma rotacdo em torno dos Y'Y, pelo
gque a matriz para obtencdo da projeccéo central angular considerando ja a
necessaria projeccdo ortogonal, poderd ser estabelecida por:
Tesng. = Thats X Tpoam =

[eosg 0 -sing| 0 “Ix[ 1 ] o | o 7]

0 1 ] ] | o 1 o | o
=| sm 3 C cosd | @ | Q a | i __1
0 o o 1 e
L J L 0 | 0 (I -
[ cosg o 0 sin 2 |
| Z»

| o 1 o | o
"l sing 0 0 .cos g |

1 _.:_p 1

i o ] a 1
Obliqua

De modo andlogo, o estabelecimento da matriz correspondente a projeccao
central e obliqua que envolve a consideracdo de trés pontos de fuga, isto é,
o plano de projeccéo é intersectado pelos trés eixos do referencial associado
ao objecto, pelo que devera também considerar-se uma rotagdo em torno
dos XX, ou sgja
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fcosg 0 -smg|l o [x[ 1 o o | ¢ ]
0 1 o | 0 o coS e Sine | O |
=| sin@ 0 wcos8| O | 0 -sinacose| O |
a a o | 1 | o u] L] | 1 J
o1 o o | o
I o 1 o | o
x| 0 ] 1 | -
| s
"o o o | 1
" s Sin o Sin §  -COS @ sin @ @-}
0 COS o sin @ sin o |
sin & -5iN o COS £ COS o CO5 @ _mﬂ—ﬂaﬂmﬁ'
0 a 0 1

4. MATRIZ PGP GERAL

A obtenc&o de uma perspectiva” convincente” do ponto de vista de apresentacdo
sugere a consideracdo do objecto posicionado a uma disténcia do plano zx
definido pelo referencial associado ao plano de projeccdo, por forma a que o
plano do horizonte “atravesse o objecto ameio” da sua dimensdo média segundo
y (considerado ainda na situacdo em que os eixos yy dos referenciais do plano
de projeccdo e do objecto estdo paralelos).

Sendo assim, torna-se conveniente a inclusdo do coeficiente t,, nas matrizes
apresentadas em 3., cujo valor deve ser diferente de zero, correspondendo a
“elevagaon” a dar ao objecto segundo a direccdo yy, isto €, uma transacgéo T,
= h por forma a satisfazer o critério referido.

Assim e sintetizando as consideracdes ao longo de 2. e 3. a matriz de Projec-
¢cdes Geométricas Planas geral devera assumir a forma:
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= } -
| cos g sin @ Sin §  -CO5 o Sin A %ﬁ
Tres = | 0 COS a Sin a —52;31
! txn ta cose Cos§ | -C0S a COS
- Zp
|_ 0 h 0 1 .
em que
t, = Vcosb6
t, = -V sin 9, sendo V e 6 definidos em 3.2,
1
com oo = = h = - —— = 0 para a Projeccdo Pardela Obliqua
ZP
e em que:
t, =sin
t, =-sino cos B,

coma, B h e Z, assumindo valores adequados para as restantes projecgoes.

No caso de se fazer incluir todas as translaces (segundo XX, YY e ZZ) e
também a rotagdo de um angulo y em torno de Z, a matriz gerar T, assumira
a forma seguinte;

[ th te te ta
B Y t2 t23 t24
Teep = ta 130 ta taq

. tao tas Tas
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com:

141 = cos § cos - sin o sin § sin ¥
ty = sin v cos 8 + Sin o CcOS ¥

f3 = - 8in o sin g8
— COS « Sin §

Zy

tzy = COS o« COS v
fzo = COS o COS v

t3 = - COS o COS ¥
_ _5in o
Z,

t33 = COS @ COS f8

t — COS a cos B
34 —

Zp
ts = Txx
teor=Tyy=h
taz = 1z
144 - 1 - T—z2

p

e em gue s2 tem:
iy = VW cos 8
e = - W 5in & para a projecgdo paralela e obligua.

iy = CoE y sin § + Sin o cos 8 sy
fp = sin @ sinp - sin @ cos 8 o005 7y, para as restamies projec-
igaeers,
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NaFig. 6 apresentam-se exempl os de projecces geométricas planas, para valores
z, cujos resultados — Projeccdes Centrais ou Conicas — se identificam com a
vulgarmente designada Perspectiva Rigorosa.

Fig. 6 - ProjeccBes Centrais da peca da Fig. 3 obtidos por recurso a matriz PGP geral.

Ao processo de implementacdo computaciona dos algoritmos de representacéo e
transformacdo de formas 2D e em 3D de acordo com os processos de calculo assim
estabel ecidos como congtituintes das respectivas aplicactes informéticas, sucedeu
também o desenvolvimento de interfaces que tornaram "amigaveis' o desencadear
de qualquer algoritmo de transformagdo e representacdo, limitando-o ao accionar
de botGes e indicacdo de opgdes do utilizador através de janelas de did ogo.
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Neste &mbito, a prépria construcdo do modelo geométrico (matriz de coordenadas
e matriz de topologia) dispensa o estabelecimento prévio dessas matrizes na medida
em que sdo constituidas interactivamente na conformidade do proprio “desenho”
ou modelo que o utilizador vai desenvolvendo directamente no sistema informético.
S30 pois estas a base da constituic&o e desenvolvimento de software de modelacdo
geométrica como instrumentos de apoio a concepcdo, a representacdo e a
visualizag&o de formas, de conjuntos de formas e de um modo geral a simulacdo
de objectos e de ambientes com o realismo que é hoje bem conhecido (Fig. 7).

Fig. 7 - Visualizagdo de um Modelo 3D de plano urbanistico:

River-City, Autoria de 3DTRUE — 3D tools & software, Inc.

(in www.3dtrue.com/max/downloads/river_city.jpg, acedido em 30 Maio 2006, 14:35)
Depois... acriatividade, aimaginacdo e amaior ou menor dedicacdo a modelagcdo
geométrica de formas com tanto detalhe quanto o desgjado: a visualizacdo em
2D (continua a ser em 2D, porque sdo ainda projeccfes planas mesmo que as
designemos em 3D) de formas em 3D, existentes ou ndo, sdo também um modo
de apoio adecisdo. A smulacdo de diferentes soluges no ambito da reconfiguracéo
dos espacos e das formas como designios do desenvolvimento civilizacional, ndo
SO suscitamaior criatividade na sua concepcao, e apoio a decisdo sobre as melhores
solugdes. Trata-se, pois, de um contributo inestimével para tornar o Mundo
como um espaco de existéncia que se procura cada vez melhor. Era também este
0 propdsito ao nivel da defini¢do dos espacos e das formas, ja desde 0 Renascimento.
Continua a sé-lo na Sociedade da Informago.
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