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Resumo

A modelagdo geométricadaconfiguracdo decurvasedesuperficies, metdlicas, de
materiais plasticos ou de materiais cerdmicos e de vidro, utilizadas nos diversos
dominiosindustriais, devem ser definidas por critérios de estéticaou defuncionalidade
de acordo com requisitos dos dispositivos e equipamentos em que se inserem, por
exemplo, de natureza aerodindmica, ou requisitos relativos a condi¢cdes ambientaisem
gueessesequipamentosdevem ser utilizados, por exemplo deagressividade quimicaou
simplesmentededrenagem. Nesteartigo, caracteriza-seumdosprocesso mai simportantes
de geracéo paramétricade curvas, inevitavel mente por recurso ameiosinforméticos, e
apresenta-seasbasesdasuaformul agdo mateméti ca, paraestabel ecimento deal goritmos
subjacentes ao respectivo processo de modelagdo geométrica.

1. Introducdo
Aolongodesécul os, autilizacdo deréguas, esquadrose compassosfoi praticamente
a Unica instrumentacdo para estabelecer através de uma representacéo, mais
especificamente através do desenho, aconfiguracdo de formas e objectos capazes
de virem a tornar-se materialmente reais. As possibilidades de desenho neste
ambito, estavam praticamente limitadas a entidades rectilineas e circulares. O
desenho de outros tipos de linhas nomeadamente curvas ndo circulares, requeria
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2.

um processo mateméti co analitico ou eram simplesmente desenhadasaméo livre
como no desenho artistico.

No séc. XX, esta situagéo tornou-se um obstaculo a execugao material de pecas e
objectos, em que determinadas curvas e superficies deveriam ser definidas com
precisdo suficiente para poderem ser fabricadas industrialmente em materiais
plasticos ou metalicos.

O desenvolvimento tecnol égico acujaexpansdo seassistiu ao longo do séc. XX em
diversos dominios de actividade e sobretudo na suamultiplarelacdo, criou também
um engquadramento para sucessivos novos desenvol vimentos e metodol ogias com
reflexo muituo em cadaum deles. Em particular, o desenvolvimento dalnformética,
e mais especificamente o dominio da computagéo grafica, suscitou a andlise e 0
estabel ecimento de algoritmos capazes de responder a esta necessidade especifica
de geracdo e tracado de curvas e de superficies. Actualmente, a metodologia de
tracado de curvas através daimplementacéo de algoritmos de geracéo paramétrica
de curvas em programas i nformati cos de desenho e projecto e de processamento de
imagememgeral, sdo amplamenteutilizadasno designindustrial econsequentemente
no fabrico depecaseobjectosnosmaisdiversasindustrias, constituindo umavaliosa
funcionalidade ao nivel daconcepcéo, com importante reflexo ao nivel tecnol égico
eindustrial. Desde asindstrias metal rgicas e do vidro até asindustrias cerémicas
e dos plésticos, nomeadamente como fornecimento de produtos a indUstrias mais
abrangentescomo asindustriasautomaével eaeronautica, asmetodol ogiasdetragado
de curvas tém possibilitado melhoramentos significativos em termos da qualidade
e da inovagdo nos resultados e nos produtos obtidos. Na propria indUstria de
software, os interfaces para manipulacdo de curvas e de superficies baseiam-se na
suapropriaconceptualizagdo. Nos mei os artisti cos, especial mente naesculturaeno
design, e mesmo na arquitectura o tragcado de curvas, tem possibilitado novas
concepcdes volumeétricas e novas configuragdes de superficies.

Curvasde Bézier

Osal goritmosdegeracdodecurvasedesuperficiesdeBézier doambitodaComputacao
Gréficapermitem gerar curvas com aparéncia“macia’ (ou“adogada’ como por vezes
tambémsediz). M atemati camente, s80 um caso parti cul ar do polinémiodeinterpol agéo
de Hermite que utilizaainterpolagdo linear em linhas poligonais, pelo que as curvas
s80 tragadas como uma sequéncia de segmentos cubicos (polindmios de interpolacdo
degrau 2, que utilizam derivadas nos extremos). Por suavez, com base no polinémio
deinterpolagéo deBernstein, ainterpolacéo polinomia dependede pontosdecontrole.
O desenvolvimento matemético &, pois, cléssico mas deve-se a Pierre Bézier, um
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engenheiro francés da Renault, que na década de 70, o introduziu no dominio da
computagdo grafica para a concepcdo e desenho de carrocerias de automovel.

O tragado de curvas em 2D e de superficies em 3D, pode ser gerado por equagdes
Ccujas variaveis x, y referentes as sucessivas coordenadas de cada ponto a gerar,
dependem das coordenadas x,y dos vértices de um poligono - no caso de curvasem
2D, ou de um sdlido - no caso de superficiesem 3D, que com elaserelacionae a
determinaapartir dasposi cdesdos seusveérticese consequentementetambém dasua
configuracéo (Fig. 1).

Fig. 1- Geragéo deumasuperficiede Bézier apartir deumsolido definido pelosseus vértices[in Ralph
Martin 2002-09-20 www.cs.cf.ac.uk/Ral ph/gr aphicspics/nodel5.htmil

Estas curvas e superficies caracterizam-se por ndo conterem os pontos de controle,
isto € os vértices da poligonal com que se relaciona e que a condiciona, excepto o
primeiro e o tltimo vértices da poligonal, que séo também pontos da curva, sempre
contida na configuracdo convexa do poligono, e préximado poligono de controle.
Limita-se no entanto a apresentacéo desta formulac&o ao caso de representacéo em
2D e por conseguinte, apenas da geracéo de curvas.

O polinémio gerador é de grau n-1 sendo n, 0 nimero de vértices do poligono de
controle. Assim, um poligono com 3 pontosgeraumacurvadegrau 2 (pardbola), um
poligono com 4 pontos gerauma curvade grau 3 (cUbica) e assim sucessivamente.
Ossistemasinforméticos permitem asuageracdo e tragado de um modo interactivo
eemtemporeal, possibilitando aconcepcdo deformaseasuamanipulagdo comvista
aobtencdo do mel hor resultado, segundo critériosdiversos, desde aspectosdeordem
estética até aspectos funcionais, com aplicagdo nos mais diversos dominios da
actividade humana.
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No caso da geracéo de curvas em 2D, trata-se em geral, paraas coordenadas x ey
de umadado ponto P da curva, de fungdes polinomiais do tipo:

Xy =F (X gy Xy Xy X .0
Yo=f, (Y, Y, Y, Y

emaue XY, X, Y, X,,Y o X, Y, 40 as coordenadas dos vértices do
poligono de controle et um parémetro gerador das coordenadas de pontosdacurva,
tantos quantos os valores do parametro t, considerados.

Est&o neste ambito além das curvas de Bézier as B-splines, as splines clbicas, e as
curvas de Ferguson, conceptualmente semelhantes e do mesmo tipo, diferindo
apenas na formulagdo das func¢Bes polinomiais que as determinam.

2.1. Pontosde controle e geracdo de curvas
A configurag&o de curvas em 2D, parte do estabelecimento de uma linha
poligonal, com a qual aconfiguracéo da curvaaobter serelaciona. No caso
de superficies, deve estabel ecer-se previamente ndo um poligono, mas um
poliedro. Em ambos 0s casos as coordenadas dos vértices, e por conseguinte
aconfiguracdo do poliedro, sdo determinantes da configuracéo dacurva, ou
dasuperficie, conforme oscasos, constituindo-se como pontosde controleda
sua configurago.
O agoritmo para tratamento numérico das equacOes paramétricas e a sua
implementagdo em sistemainformatico parao caso decurvasdeBézierem 2D,
verifica-se ser de formulacdo muito simples. Neste algoritmo permite-se, que
interacti-vamente, possam ser definidas, por um utilizador, sucessivas posi-
¢Bes (coordenadas) paraqual quer ou paratodososvérticesdapoligonal, como
que “puxando” por alguns dos pontos de controle do poligono de apoio,
inicialmente estabelecido, que a condiciona, sendo, entéo, para cada caso,
gerada umanova curva.
Para a geracéo de curvas de Bézier € definido um polindmio interpolador em
funcdo de um par@metro t, tal que:

P()=3Ct (1-0" P

sendo t:  par@metro entre O e 1 correspondente a cada um dos pontos para
tracado da curva.
n:  Ordem do polinémio correspondente, condicionada por vértices
do poligono de apoio.
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C: CombinagBesden, i ai, sendo i o indice referente ao nimero do
vértice do poligono de apoio.
P: Coordenadas do vértice i do poligono de apoio.

Em 2D, o polinémio de Bézier estabel ece duas componentes, segundo x ey,
referentes as coordenadas de cada um dos pontos consonantes com os val ores
do parémetro t considerados paratragado dacurva, isto &

X (f) =3 Ct (1-t)™ x

i=0

y=XCrt(1-nmy,
i=0
Paraumapoligonal de4 vértices(pontosi=0, i=1,i=2 ei=3, erespectivospares
de coordenadas (X, ¥,), (X,,¥,), (X ¥,) € (X,Y,) tem-se n = 3, e as expressdes
anteriores podem ser escritas como:

X(t) = (1- t)2 Xo + 3t (1- )2 x, + 3t2 (1 - ) X, + %,

y(©) = (L1)°%y,+ 3t (L-t)°y, + 32 (L) y, + ty,

sendo x(t) ey(t) os sucessivos pontos da curvaem fungdo do parémetro t, para
cada conjunto de valores das coordenadas (X, Y ), (Xi,y,), (X, ¥,) € (X,.y,) dos
vértices do poligono de apoio.

Assim, para o poligono da Fig. 2 cujas coordenadas X, y, dos vértices sdo:

Ponto i X; Y,
0 1 0
1 2 3
2 6 5
3 7 0

as expressdes para tracado da curva de Bézier respectiva, virdo:

X)) =(1-1)°+6t(1-t)2+272(1-t) + 7t
y(t) = 9t (1-t) +12t2(1-t)
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Ospontosda curvaparat = 0 e parat = 1 (extremos do dominio do parémetro
t) s8o por natureza do polindmio de Bézier, pontos da curva. De facto parat =
Ovirax (0)=1,y(0O)=0eparat=1virax (1) =7,y(1) = 0.

/
y

Fig. 2 - Poligono de apoio para obtencdo de uma curva de Bézier de 3° Grau.

Considerando ent&o maistrés pontos equidistantest = 0.25,t = 0.5 et = 0.75,
ter-se-&

t x©  y®

000 |1.00  0.00
025 |222 197
050 |4.06  3.00
075 |560 253
100 |[7.00 0.0

constituem-seassim ascoordenadasx ey decinco pontosdacurvao seutracado
(Fig. 3).

v

Fig. 3- CurvadeBézier de3°grau
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2.2. Manipulacdo interactiva da geracao de curvas

Por alteracdo das coordenadas de um vértice do poligono de apoio (como que
“puxando-0” conforme se referiu) e recalculando o polindbmio de Bézier (em
computador € obviamente imediato) pode obter-se umanovaconfiguracéo da
curva.

NaFig. 4 exemplifica-se este resultado alterando o vértice 2 do poligono de
apoio paraasnovascoordenadasx2 =9, X, - 4, obtendo-se parapontosdacurva
referentes aos mesmos valores det:

t x®  y®

000 |1.00  0.00
025 |264 183
050 |513 263
075 |7.05 211
100 |[7.00 0.0

Fig. 4 -Nova Curva de Bézier de 3° grau ap6s alteragéo de um vértice da poligonal da Fig. 1.

O processo deinteraccéo podeinclusivamenteassumir umamaior dinmicana
sucessdo de configuragbes do poligono de apoio (Fig. 5).

e<sd

Fig. 5-Sequénciadeinteracgéo sobreosvérticesdo poligono deapoionageragéo decurvasdeBézier

-217—-



PRrOELIUM — RevISTA DA ACADEMIA MILITAR

O estabel ecimento de um algoritmo possivel paratracado de curvas de Bézier
e sequente implementagdo em computador, € relativamente simples, devendo
obviamente prever-seval oresdet comumincremento deciclo paracalculodas
equacdes x(t) e y(t) tanto menor, quanto maior 0 numero de pontos da curva,
a unir por segmentos (de recta) que se pretenda obter. A geracdo de curves
fechadas pode ser obtidafazendo coincidenteso primeiro e o Ultimo pontos do
poligono de controle. Considerando pontos de controle adicionais numa dada
posicéo corresponde como que a incrementar 0 “peso” ou a “influéncia de
atracc8o” da curva para esse ponto, “puxando-a’ (Fig. 6).

P1 P2

PO P2 bo P3

Fig. 6— Tipo demodificagdo nageracdo deumacurva, por inclusdo deumvérticeadicional (novo
vértice 2) no poligono de apoio

A medida que sgjam considerados mais pontos de controle, é necessario
recorrer a polinémios de grau sucessivamente superior e de acordo com a
formulagéo descritacal cular factoriaisdemaior val or nasexpressdesdeandlise
combinatdria inerentes as expressdes polinomiais. Por isso, recorre-se por
vezes a geracdo de sucessivas curvas de grau menor que se justapdem
constituindo uma curva mais longa.

Este procedimento revel a-se também (itil ao nivel do controlelocal, por forma
ague amudanca de um ponto de controle ndo afecte a configuragdo de todaa
curvamas apenasumazonabem localizada. E paraaunido dascurvas, umavez
gue cada uma contém sempre os pontosinicial efinal do poligono de apoio, &
facil gjustar cada curvacomo um trogo da curvatotal, bastando paratal, quea
tangente no ponto final deumatenhaadirec¢éo datangenteno pontoinicial da
gue se lhe deve justapor (Fig. 7).
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P1 P2

P4

P3

Fig. 7 -Determinag&o de tangentes em pontos extremos de uma curva par a justaposi¢ao de outras
curvas

A algoritmizacdo da formulagdo matematica descrita pode conduzir ainda a
outras situacdes do tipo que se exemplifica (Fig. 8) conforme o poligono de
apoi o sejaaberto ou fechado, e paraasquai s se apresentam o poligono de apoio
eacurvaque gera.

AN

Fig. 8 - Particularidades na geragéo de curvas de Bézier, relativamente ao poligono de apoio a

partir do qual é gerada a curva, ser aberto ou fechado.

3. Generalizacdo da aplicacdo de apures e curvas de Bézier
A geracdo paramétricade splines e de curvas de Bézier, paraaém da aplicacéo no
design industrial tem permitido aplicagdes em situagdes mais correntes como o
design de comunicagdo, inclusivamente na criagdo de logotipos (Fig. 9). O seu
desenvolvimentotem contudovindoapermitir asuageneralizagéo aoutrosdominios
gue envolvem, directamente, o recurso ao desenho.

Fig. 9 - O tragado da “ crava” que constitui 0 “C” integrado no actual simbolo do CINAMIL, é um
exemplo de utilizag8o de curvas de Bé&zier no design de comunicacao.
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Natopografia e na cartografia possibilitando a geracdo semi-automatica de curvas
de nivel - neste caso, segundo uma outra formulagcdo em que o tragcado da curva
contém os vértices do poligono de apoio definidos pel os pontos de cota conhecida
(Fig. 9), mas também ao nivel da arquitectura e da construgédo. Neste ambito cabe
referir um outroimportante aspecto notragado decurvasqueé, emqual quer processo
de composi¢ao, asuarelagcdo com asdireccdes horizontal e vertical. Se num ambito
global, e em qualquer outro dominio de concepcdo da configuragéo de formas, o
tracado de curvas pode ser assumida de forma livre e dispensando elementos de
referenciagdo, nosdominiosdaarquitecturaedaconstrucéo revelam-senecessidades
de referenciacdo e de afinidade segundo direccBes dominantes entendidas como
horizontal evertical, epor vezesum caracter balanceado etendencialmentesimétrico
sugestivo de estabilidade. Cada efeito mesmo quando estes direccdes ndo estéo
explicitas, osmodosde percepcdo apreendidosao longo davidatendem aatribuir um
sistema de coordenadas, no minimo uma relacdo de predominancia da direccéo
vertical ou da direcgdo horizontal. Embora este processo sgja mais imediato
relativamenteadirecgesrectilineas, permitindo, apartida, caracterizé-lasdemodos
inequivocamente diferentes, no caso das curvas, este aspecto também se evidencia
em funcdo da noc&o intuitiva da gravidade - “ para cimaou parabaixo”.

O tracado de curvas e no contexto do desenvolvimento e da generalizacdo para
curvasesuperficiesem 3D, daformulacdo apresentada parao caso de curvasem 2D
condicionadas pela configuragdo dos poligonos de apoio que a geram, também no
dominio daarquitectura, serevela, por isto mesmo, deinteressante possibilidade de
analise ao nivel da concepcéo (Fig. 10).

Fig.10 - O Museu Guggheneimde Bilbao constitui umexemplo da utilizac&o na arquitectura do tragcado
de curvas e de superficies do tipo descrito
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Sitios na I nter net

www.math.ube.ca/~cass/gfx/bezier.html

truetex.com/bezint.htm
graphics.cs.ucdavis.edu/CAGDNotesBezier-CurvesBezier-Curves.html
www. powerpointworkbench.com/html/3d_catchment.html#Top
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graphics.cs.ucdavis.edu/GraphicsNotes/ Bezier-Curves/Bezier-Curves.html
scilabsoft.inria.fr/doc/demos_html/node242.html

www.mapl eapps.com/powertool s/cal cProjects/ cal c2honors/HP9-bezi erCurves. pdf
www.cl.cam.ac.uk/Teaching/2000/A GraphHCI/SMEG/node3.html
www.frontiemet.net/-imaging/nurbs.html

www.quickceph.com/gcip/bezier curves.html

www.eazydraw.com/stylize.htm

www.desktoppublishing.com/vectorapps.html
home.tiscali.be/piet.verplancken3/bezier/node9.html

medial ab.di.unipi.it/web/l UM/Waterl oo/nodel137.html

Sitios na I nternet com demonstracao de ger acdo interactiva de curves de Bézier
www.math.ucla.edu/~bakerljavalhoeferBezier.htm
www.cse.unsw.edu.au/~lambert/splinesBezier.html
www.moshplant.com/direct-or/bezier/bezier.html
www.cs.teehnion.ac.ill~cs234325/Homepage/ A ppl ets/appl ets/bezierGermanAppl et.html
homepages.borland.com/efg2lab/Graphics/Jean-Y vesQueinecBezierCurves.htm
DELPHI
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